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電流の連続性を満たさない場合において
ICCGを収束させる方法

辻 剛士*, 岡田 勉 (村田製作所)

A method to solve discontinuous source current, using ICCG and edge element.

Takeshi Tsuji, Tsutomu Okada(Murata Manufacturing Co,Ltd.)

In recent years, edge element has been used to solve electromagnetic field by finite element method. To
solve electromagnetic field using edge element, continuity of source current is the most important thing to
converge ICCG. We developed a method to solve discontinuous source current, using linear algebral approach.
This approach is simple, but any source current can converge ICCG, even if the source current is inside the
analysis region.
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1. はじめに

辺要素を用いた磁界有限要素法解析では有限要素マトリ
クスは特異となるが、ICCGを始めとする反復解法を用い
ると高速に解ける事が知られている。ところがソース電流に
誤差が含まれると、電流の連続性が満たされなくなり ICCG
が発散する。
この問題への対策として、ソース電流を厳密に与えるため

の方法がいくつか提案されている (2) (3)。中でも電流ベクト
ルポテンシャルT をJ = rot T と定義し、rot (ρ rotT ) = 0
を満たすように境界条件を木・補木の方法を用いて設定し、
T を求める（以下電流ベクトルポテンシャル法）方法が代
表的である (3)。このように、誤差のないソース電流を設定
することが辺要素を用いた磁界有限要素法では不可欠とさ
れてきた。しかし電流ベクトルポテンシャル法はコイル形
状に制限がある。コイル部に穴がある（ドーナツのような
形状）場合、境界条件処理で木・補木を設定していく過程
で矛盾がおきる。穴の部分に小さな導電率を設定し穴をコ
イル部として扱えば解けるが、導電率の与え方には任意性
があり汎用的とは言えない。また、解析領域内部にコイル
が完全に埋まっている場合や、境界条件が適切に与えられ
ていない場合は、たとえコイル部で div J = 0を満たして
いたとしても、ICCGが発散する。
本論文では誤差がない厳密なソース電流を与えるのでは
なく、ソース電流に含まれる誤差成分を代数的に取り除く
方法を用いている。この方法によりコイルの形状・位置に
関する制限は一際なくなり、どのようなソース電流であっ

ても ICCGを収束させる事が可能となった。

2. 回転空間と発散空間

辺要素ベクトル形状関数を基底とするベクトル空間V は
回転空間C と発散空間Gとに完全に分離できる (6)。

V = C ⊕G · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·(1)

さらに、発散空間 C は線型写像 T によりW 空間に同型
に移され、発散空間Gは 0に移される。すなわち

T (C) = Im T · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (2)

T (G) = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (3)

となる（図 1参照）。直和の性質により、線型写像 T によ
り V の元 xがW に移された時に解を持つための必要十分
条件は xの像 yが ImT に入っている事である。

T (x) = y · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·(4)

y ∈ ImT · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·(5)

磁界解析で ICCG法が収束しない原因はW の元 yが Im T

の外にあるか、あるいははみ出している場合である。さら
に式（5）の条件は次のように言い替える事ができる。

G ⊥ ImT = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·(6)

具体的には静磁界の有限要素マトリクスを

[K] {A} = {J} · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (7)

[K] =
[
[C]t [ν] [C]

]
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (8)
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図 1 回転空間C と発散空間Gの関係
Fig. 1. Rot space C and Grad spaceGrelationship

とした時に

[G]t {J} = {0} · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·(9)

が成り立つ事である。ここで [C]、[G]は rot、gradの離散
形式に対応しており、行列のサイズは、面数を f 辺数を e

節点数を nとすると、それぞれ、f × e、e× nとなってい
る。式（9）が成り立つ事は次のようにして分かる。まず、
rot grad = 0より、

[C] [G] = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (10)

が成り立っており、式（8）に辺々[G]t を掛けた場合に

[G]t [K] {A} = [G]t {J}
⇔ [G]t [C]t [ν] [C] {A} = [G]t {J}
⇔ ([C] [G])t [ν] [C] {A} = [G]t {J}
⇔ 0 = [G]t {J}

· · (11)

となり、式（9）がいえる。回転空間Rの階数は解析的に
得る事ができ (4)、例えば１次辺要素の場合、[C]の階数は
次のようになる。

dim ([C]) = e− n + 1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (12)

式（8）に右から [G]を掛ける事で式（10）より [K] [G] =
{0}となる。すなわち、[G]の列ベクトルの１つを {gi}と
すると、式（11）より、それぞれの列ベクトルは全体マト
リクス [K]と直交する。すなわち {gi}はベクトル空間 V

の固有値 0の固有ベクトルとなっている（以降 {gi}をヌル
ベクトルと呼ぶ）。

[K] {gi} = {0} · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (13)

[G]の階数は、dim V = eと式（12）を考慮して

dim ([G]) = n− 1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (14)

となるのが分かる。準静磁界、いわゆるA−V 法の場合有
限要素法離散化式は次式となる (4)。
[
[C]t [ν] [C] + jω [σ] jω [σ] [G]

jω [G]t [σ] jω [G]t [σ] [G]

]{
A

V

}
=

{
J

0

}
(15)

ここで行列を対称にするため、未知数となっている V は通
常のポテンシャルを積分した値を用いている。静磁界の場
合と同様、マトリクスに乗じた場合 0となるようヌルベク
トルを選ぶと

[
[G]

− [E]

]
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (16)

となる。この事は式（15）に式（16）を乗じる事で確認でき

る。[E]は単位行列であり静磁界同様dim

([
[G]

− [E]

])
=

n− 1となっている。

3. ヌル空間と直交化

静磁界の有限要素マトリクスは次のようになる。

[K]{A}={J}[∫
rot N i ·ν rot N jdV

]
{Aj}=

{∫
N j ·JdV

}
(17)

ソース電流 {J}を与えて式（17）を解くのだが、本手法で
は、{J}はどのようなものでも構わない。一番簡単な方法
は電流の入力部・出力部に電位差を設定し節点要素を用い
てポアソン方程式を解く方法である。

[∫
∇Ni ·ρ∇NjdV

]
{φj} = {0} · · · · · · · · · · · · · (18)

J = −σ
∑

∇Njφj · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (19)

多線巻コイルの場合、この方法ではコイルの内側で電流密
度が大きくなってしまい不適切であるが、これを補整する
方法として導電率を分布させる方法等がある (5)。式（18）、
（19）から求まるJ を式（17）の右辺に代入しそのまま解い
た場合、一般に数値誤差のためヌルベクトル成分が含まれ
てしまい ICCGが発散する。そこで、右辺ベクトルからヌ
ルベクトル成分を取り除く処理が必要になる。式（7）で、
誤差を含む {J}に対し、ヌルベクトルの１つ {g1}の成分
を取り除いた後の ˜{J}は次のように得られる。

˜{J} = {J} − c1 {g1} · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (20)

ここで c1 は {g1}の成分である。同じ様に全てのヌルベク
トルの成分を取り除くと、

˜{J} = {J} − [G] {c}· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (21)

ここで

[G] = [{g1} , {g2} , . . . , {gn}] · · · · · · · · · · · · · · (22)

{c}t = [c1, c2, . . . , cn] · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (23)

とおいた。次に係数 {c}を決めるため、両辺に [G]tを掛け
ると [G]t ˜{J} = 0を仮定しているので、
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[G]t [G] {c} = [G]t {J}
[P ] {c} = {q} · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (24)

が得られる。ここで [G]t [G]を [P ]、[G]t {J}を {q}とお
いた。
マトリクス [P ]は対称かつ正則でありほとんどの行列成

分が 0であるため、ICCG法で短時間で解く事ができる。
式（21）に代入することでヌル空間Gと直交する右辺ベク
トル ˜{J}を得る事ができる。最終的には式（25）を ICCG
を使って解けばよい。

[K] {A} = ˜{J} · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (25)

なお、ICCGを収束させるには式（24）は式（25）よりも
数桁高い精度で解いておく必要がある。

4. ヌルベクトルの例

2節で説明したヌルベクトルの成分はほとんどが 0であ
り、その節点に連結されている辺の成分のみ 1（入ってく
る場合）または−1（出て行く場合）となっている。1次辺
要素を用いた静磁界解析の場合、ヌルベクトルの個数は式
（14）より n−1に等しい。表 1は 1次三角形要素（図 2）の
ヌルベクトルを表している。ここで 3つのヌルベクトルの
内１つは他の 2つのヌルベクトルの線形和で表される。こ
の例では節点 3に関するヌルベクトル {g3}は {g1}、{g2}
の線形和として表され、

{g3} = (−1) {g1}+ (−1) {g2} · · · · · · · · · · · · · · (26)

となっている。この事からも一次独立なヌルベクトルはn−1
である事が確認できる。一次独立なヌルベクトルとして上
記 {g1}、{g2}を選べばよい。 さらに、節点が電極上にあ

1 2

3

(3)

(1)(2)

図 2 1次 3角形辺要素
Fig. 2. 1st order triangle edge element

る場合（つまり拘束されている場合）には電極上のヌルベ
クトルは節点のヌルベクトルの和で与えられる。表 2は電
極の境界条件が与えられた場合のヌルベクトルの例を示し
ている（図 3）。節点 1,2,3、節点 7,8,9が同じ電極上にあ

(1) (2) (3)

{g1}t 0 -1 1

{g2}t 1 0 -1

{g3}t -1 1 0

表 1 1次三角形辺要素のヌルベクトル
Table 1. Null vector of 1st order triangle edge

element

り、電極のヌルベクトルはそれぞれ、

{g1,2,3} = {g1}+ {g2}+ {g3} · · · · · · · · · · · · · · (27)

{g7,8,9} = {g7}+ {g8}+ {g9} · · · · · · · · · · · · · · (28)

一次独立なヌルベクトルとしては、{g4}、{g5}、{g6}、
{g1,2,3}を選べばよい。準静磁界解析の場合は式（16）よ
り表 3のように表される。四面体要素のヌルベクトルは繁

4

1 2 3

5 6

7 8 9

(1) (2) (3) (4) (5)

(6) (7)

(8) (9)
(10)

(11) (12)

図 3 1次三角形辺要素（境界条件あり）
Fig. 3. 1st order triangle edge element with

boundary condition

(1) (2) (3) (4) (5) (6)

{g4}t -1 -1 0 0 0 -1

{g5}t 0 0 -1 -1 0 1

{g6}t 0 0 0 0 -1 0

{g1,2,3}t 1 1 1 1 1 0

{g7,8,9}t 0 0 0 0 0 0

(7) (8) (9) (10) (11) (12)

{g4}t 0 1 0 0 0 0

{g5}t -1 0 1 1 0 0

{g6}t 1 0 0 0 1 1

{g1,2,3}t 0 0 0 0 0 0

{g7,8,9}t 0 -1 -1 -1 -1 -1

表 2 1次三角形辺要素（境界条件あり）のヌル
ベクトル

Table 2. Null vector of 1st order triangle edge el-

ement whith boundary condition

雑になるため付録に示す。
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(1) (2) (3) (4) (5) (6)

{g4}t -1 -1 0 0 0 -1

{g5}t 0 0 -1 -1 0 1

{g6}t 0 0 0 0 -1 0

{g1,2,3}t 1 1 1 1 1 0

{g7,8,9}t 0 0 0 0 0 0

(7) (8) (9) (10) (11) (12) 4 5 6

{g4}t 0 1 0 0 0 0 -1 0 0

{g5}t -1 0 1 1 0 0 0 -1 0

{g6}t 1 0 0 0 1 1 0 0 -1

{g1,2,3}t 0 0 0 0 0 0 0 0 0

{g7,8,9}t 0 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 0

表 3 1次 3角形辺要素のヌルベクトル（準静磁
場解析）

Table 3. Null vector of 1st order triangle edge el-

ement(A-V method)

5. 計 算 例

〈5・1〉 穴の明いたコイル ベクトルポテンシャル法
ではトポロジー的に単連結なコイルが前堤となっており、
ドーナツ状の穴の明いたコイルでは、グラフ理論を用いて
木・補木を処理する過程で矛盾が起こってしまう。図 4の
ようにドーナツ形状の表面を展開し、表面に図 5のような
メッシュがあるとする。左側の図で、太線は木を、細い線
は補木を、網掛の三角形は電流の流入出を表している。木
にあたる辺をまず固定し、補木を処理する。その結果、処
理された辺、面は右図の太線、網掛面のようになる。この
例では処理できない辺が計 11本残ってしまい、これ以上処
理を進める事ができない。図 6はヌルベクトル処理を行い
穴が二つあるコイルを解析した結果である。電流が左右均
等に流れ、磁界の分布 (図 7)も電流の回りにできており、
ベクトルポテンシャル法では処理できないモデルでも妥当
な結果が得られている。

図 4 ドーナツ形状コイルの展開図
Fig. 4. Torus coil mesh pattern

〈5・2〉 境界条件が適切でない場合 実質的には２次
元のモデルであるが３次元で解析をおこなった。単純なモ
デルであり、入出面と平行な面は電極（A = 0）側面は自
然境界条件としている（図 8）。rotH 6= J でありヌルベク
トル処理を行わない場合、ICCGが発散してしまう。図 9
は計算結果の磁束密度分布を電流の流入面から見た図であ
る。磁束密度の方向を分かりやすくするため、全てのベク

図 5 木・補木の処理
Fig. 5. Tree and co-tree operation

図 6 穴空きコイル電流密度分布
Fig. 6. Current density field of torus coil

図 7 穴空きコイル磁束密度分布
Fig. 7. Magnetic density field of torus coil

トルを同じ大きさでプロットしている。側面では磁界が境
界に対して垂直、かつほぼ 0となっており、境界部の磁界
の湧き出しが 0になるという意味で妥当な計算結果である。
〈5・3〉 内部に湧き出しのあるモデル 解析領域の内部
に電流ソースが埋まっている場合、例えコイル部で div J =
0を満たしていても、解析領域内部に電流の湧きだしが存
在するため、ICCGが発散する。このようなモデルであっ
ても、ヌルベクトル処理を行えば ICCGは収束し妥当な分
布が得られる。図 10は有限長のコイルの作る磁場を計算す
るためのモデルでる。対称性を考慮し角度 5°分のモデルで
有限要素計算を行った。文献 (7) に、理論値が載っており、
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Magnetic Wall

Electric Wall

Coil

Air

図 8 磁界の湧き出しありのモデル
Fig. 8. rotH 6= J Model

図 9 磁束密度分布 (rot H 6= J)
Fig. 9. Magnetic density field(rotH 6= J)

H =
1

4πd


 x√

x2 + d2
+

l − x√
(l − x)2 + d2


 · (29)

となっている。ここで dコイルからの距離、xコイルの
端からの距離、lコイルの長さとおいた。
図 11はコイル端部の磁界の計算結果である。端部に近
づくに従い磁界が序々に減衰しているのが分かる。図 12は
解析結果と理論値を比較したグラフだが、計算値は理論値
よりも 10パーセント程度小さくなっている。理論式では
端部の形状が考慮されておらず、このあたりが理論値との
差の原因ではないかと推測している。

6. ま と め

以上ヌルベクトルとソース電流を直交化する事で、任意
のソース電流を設定できる事を示した。ベクトルポテンシャ
ル法ではうまく解くことができなかった計算のみならず、従
来辺要素を使った有限要素法では ICCGが発散する問題に
も辺要素を適用することができた。

Coil
Calculation Line

Air

図 10 電流の湧きだしありのモデル (div J 6= 0)
Fig. 10. divJ 6= 0 Model

図 11 磁束密度分布 (div J 6= 0)
Fig. 11. Magnetic density field(divJ 6= 0)
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図 12 理論値との比較 (div J 6= 0)
Fig. 12. Comparision FEA to theory(divJ 6= 0)
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付 録

1次四面体要素（図 1）の場合のヌルベクトルは表 1と
なる（繁雑になるので 1つの要素で示してある）。2次四
面体要素の場合（図 2）面成分は全てゼロであり辺成分の
みで構成される（表 2）。なお、四面体要素の場合の準静磁
場解析でのヌルベクトルは１次要素、２次要素とも、１次
三角形要素の場合同様 [G]に − [E]を加え合わせた構造に
なる。

1

2

3

4

(1)

(2)

(3)

(4)
(5)

(6)

付図 1 1次四面体要素
app. Fig. 1. 1st order tetra edge element

(1) (2) (3) (4) (5) (6)

{g1}t 0 1 -1 -1 0 0

{g2}t -1 0 1 0 -1 0

{g3}t 1 -1 0 0 0 -1

{g4}t 0 0 0 1 1 1

付表 1 1次四面体要素のヌルベクトル
app.Table 1. Null vector of 1st order tetra edge

element

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

(1)

(2)
(7)

(3)

(4)
(5)

(6)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(20)

(17)

(18)

(19)

(16)

付図 2 2次四面体要素
app. Fig. 2. 2nd order tetra edge element

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10)

{g1}t -1 1 -1 1 -1 1 0 0 0 0

{g2}t 1 -1 0 0 0 0 -1 1 1 1

{g3}t 0 0 1 -1 0 0 1 -1 0 0

{g4}t 0 0 0 0 1 -1 0 0 -1 -1

{g5}t 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0

{g6}t 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0

{g7}t 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

{g8}t 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0

{g9}t 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1

{g10}t 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(11) (12) (13) (14) (15) (16) (17) (18) (19) (20)

{g1}t 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

{g2}t 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

{g3}t -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

{g4}t 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0

{g5}t 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

{g6}t 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

{g7}t 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

{g8}t 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

{g9}t 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

{g10}t 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

付表 2 2次四面体のヌルベクトル
app.Table 2. Null vector of 2nd order tetra edge

element

6/ 6


